1. concours général 1991 - exercice 1 Enonce

Solution 1

» »

enonce

1. Soit (x")nEN une suite de nombres réels telle que, pour tout nombre entier naturel
n:
3+ a4 ad = (zoF a4+ )

Page de Titre

Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que :

m(m—&—l).

To+ XL+ + Ty = 5

2. Si n et p sont deux nombres entiers naturels non nuls, on pose :
Spp =17 +2P 4 ... 4 nP.

Déterminer les entiers naturels non nuls p tels que, quel que soit 'entier naturel non
nul n, Sy, soit le carré d’un nombre entier naturel.
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2. concours général 1991 - exercice 1 Enoncé

Solution 1

Solution 1

L. (zn), N est une suite de nombres réels.

On va montrer la propriété par récurrence.
. " m(m+1
Soit la proposition P(n) « 3m € N,xg + 1 + ...xp, = % »
e P(0) est vraie : 23 = 23:x9 = 0 ou 7y = 1, il suffit de prendre m = 0 dans le premier cas,
m = 1 dans le second.
e Supposons P(n) vraie pour m € N fixé :

2
o+t +ad ., = (Wot+..tx,) a2

_|_
2
m(m—+1
B LILELH

= (230 + ...l‘n+1)2

2
m(m+1
= [%] + 5y + Tppm(m+ 1)

2
D’ou [—m (n;+ 1)} +xh4 = {—m (mZ—f— 2
Soit x,4+1 =0

soit si &pq1 # 0,82, — Tpp1 —m(m+1) =0
A=1+4m(m+1)=4m?> +4m+ 1= (2m + 1)?

2
] +ap 1+ Tppim(m+ 1)
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dott zp4 1 =m+1ouz,i; =—m
e Dans le cas ou 41 =0, P(n + 1) est évidente
e Dans le cas ot z,11 = m + 1 alors

m(m+1)
To+x1+ ..y, = T—l—m—kl

m+ 2
= (m+1)( 5 )
_ (m+1)(m+2)

B 2

donc P(n + 1) est vraie

m(m—1)

e Dans le cas ol Ty 11=—, alors 2o + 21 + ..., = 5

Sim =0 alors P(n + 1) est vraie

Sim >0,m—1¢€N donc P(n+ 1) est vraie

Conclusion : Dans tous les cas P(n + 1) est vraie, on en déduit que P(n) est vraie quelque
soit n € N.

2. Soit Q(p) la proposition :Vn € N,Im € N, S, , = m? p étant fixé, entier naturel non
nul.

On va montrer que Q(p) est vraie < p=3

o=

On sait que 13+ 23 + ... +n® = (1+2...+n)? VneN

Or1+2...4+n €N, donc Q(3) est vraie.

Q(p)estvraie donc Im €N, Sy, = m?
donc 3Im e N, 1+ 2P =m?
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alors on aura 2P =m? — 1 = (m + 1)(m — 1)

m + 1 et m — 1 sont donc soit égaux a 1 soit de la forme 2% o a € N.
Orm—1=1doncm=2et m+1=3 ce qui est impossible

m+1=1doncm=0et m—1=—1 ce qui est impossible.

d’ou 3(a,b) EN*Zm+1=2"=m—14+2=2"42alors 2271 =201 1

On a donc nécessairement 2°=1 =1 donc b — 1 = 0 soit b= 1 d’ott @ = 2
Onadoncm—1=2"=2dottm=3alors 2 =4 x 2 =8 =23 d’ott p = 3 donc on a
bien Q(p) est vraie d’ou p =3

Conclusion : Le seul entier naturel p non nul qui vérifie « Vn € N, S, ,, est un carré parfait
», est 'entier 3.
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